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Einige Grundlagen der Metrologie

Seien Xi Größen, deren wahren Werte        unsicher sind. 

Das Modell der Auswertung ist gegeben durch:

Dabei ist Y die Ergebnisgröße und die Xi die Eingabe-
größen. Es wird angenommen, dass das Modell sinnvoll 
ist, sodass für die wahren Werte gilt:

Ein Schätzwert y von     wird erhalten durch Einsetzen der 
Schätzwerte xi der      in die Modell Gleichung: 
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Was ist Unsicherheit?

…, dass ich nicht weiß, wie der Würfel 
fallen wird.

Ich kann nur eine Wahrscheinlichkeit 
angeben.

Die vollständige 
Beschreibung der 
Unsicherheit: eine PDF.
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Wahrer Wert der Messgröße, unbekannt 
und unerkennbar

Messwert

Jede ansonsten verfügbare Information

Die Quantifizierung der Unsicherheit: 
eine PDF (probability density function)
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Sei   die PDF einer Zufallsvariable, 
die als Schätzer von Y dient
( )Yf y
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Dann stellt diese PDF die 

vollständige Beschreibung 
der Unsicherheit dar.
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Sei   die PDF einer Zufallsvariable, 
die als Schätzer von Y dient
( )Yf y
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Die Unsicherheit kann auch 

in Form eines Coverage- oder 
Überdeckungsintervalls [y<,y>] 

dargestellt werden.

y< y>
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Sei   die PDF einer Zufallsvariable, 
die als Schätzer von Y dient
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Der beste 
Schätzwert

… und die ihm zugeordnete
Standardunsicherheit
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Messunsicherheit, Unsicherheit, 
Standardunsicherheit 

International vocabulary of basic and general terms in metrology (VIM) 
— Third edition, ISO/IEC 2007.

Parameter zur Charakterisierung der Dispersion 
der (wahren) Werte einer Messgröße, die 

aufgrund der vorhandenen Information der 
Messgröße zugeordnet werden kann:

u(y)



R. Michel, IRS, Leibniz Universität Hannover

Die PDF hängt von der verfügbaren 
Information ab !

 Der GUM machte noch keine klare Aussage zu 
seinen statistischen Grundlagen.

 Das GUM Supplement 1 enthält klar die 
Aussage, dass der GUM auf der Grundlage 
der Bayes-Statistik abgeleitet ist.

 Das GUM Supplement 1 benutzt das PME und 
das Bayes Theorem zur Ableitung 
verschiedener PDFs in Abhängigkeit von der 
verfügbaren Information. 
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Verfügbare Information           führt zu der PDF

GUM
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Messunsicherheiten nach dem GUM

Der ISO-Guide unterscheidet zwei Arten, wie
Messunsicherheiten ermittelt werden:

Typ A und Typ B.

Typ A Unsicherheiten werden als Standard-
abweichungen aus mehrfach wiederholten 
Messungen oder aus zählenden Messungen, 
z.B. über                    , ermittelt.

Typ B Unsicherheiten stammen aus anderen
Quellen.

nnu )(2

Einem Messwert y ist eine Messunsicherheit u(y) 
zugeordnet.
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Standardmessunsicherheit nach dem GUM

Für ein Modell der Auswertung y =G(xi, i = 1,...,m) berechnet 
man die einem Messergebnis y zugeordnete Standard-

unsicherheit u(y) mit den Sensitivitätskoeffizienten ci und den 
Kovarianzen u(xi,xj) bzw. den Standardunsicherheiten u(xi) der 

xi und den Korrelationskoeffizienten r(xi,xj) :
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Die GUM-Messunsicherheiten sind das Ergebnis einer nach dem ersten 
Glied abgebrochenen Taylorreihenentwicklung normalverteilter PDFs.
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Verfügbare Information           führt zu der PDF
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… und es gibt empirische PDFs aus früheren Auswertungen.

ISO GUM/Supplement 1 (2008)

Verfügbare Information führt zu der PDF

Free download under www.bipm.org
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Statistische Grundlagen:
ein Problem mit dem GUM

Die derzeitigen Anwender des GUM leben noch    
in zwei verschiedenen Welten: 

Der Welt der Bayes Statistik und 
der Welt der frequentistischen Statistik.

Obwohl viele Ergebnisse der beiden Statistiken 
nahezu gleich sind, dürfen sie nicht miteinander 

verwechselt oder vermischt werden.

Der Begriff Wahrscheinlichkeit 
hat in den beiden Welten der Statistik 

nicht die gleiche Bedeutung !!!
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Frequentistische und Bayessche
Wahrscheinlichkeit

Die frequentistische Ansicht ist:

Wahrscheinlichkeit ist der stochastische 
Grenzwert relativer Häufigkeiten.

Die Bayessche Ansicht ist:

Wahrscheinlichkeit ist ein Maß für das Vertrauen,  
dass ein Individuum in die Gültigkeit einer 

unsicheren Annahme setzt.
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Würfeln mit Bayesianern und Frequentisten

Frage: 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit 
eine „6“ zu würfeln?

Antwort des Bayesianers: 

1/6

Antwort des Frequentisten: 

Ich weiß es nicht, 
ich habe noch nicht gewürfelt. 
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Wahrscheinlichkeiten und Häufigkeiten
 Nicht jede Häufigkeitsverteilung (frequency 

distribution) kann als Wahrscheinlichkeits-
dichte interpretiert werden.

 Nicht jede Wahrscheinlichkeit kann mittels 
einer Häufigkeit beschrieben werden.
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Ein Problem 
mit der frequentistischen Statistik:

Wie soll man Typ B Unsicherheiten 
berücksichtigen?

Nur Bayes-Statistik kann Typ B 
Unsicherheiten berücksichtigen.

Es ist unmöglich !!!
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Bayesianer …

… sind der Überzeugung, dass die mathematische 
Wahrscheinlichkeitstheorie anwendbar ist auf  das  Maß 
für das Vertrauen, dass ein Individuum in die Gültigkeit 
einer unsicheren Annahme setzt. 

Bayesianer sind auch der Ansicht, dass das Bayessche 
Theorem benutzt werden kann, um die Wahrscheinlichkeit 
der Gültigkeit einer Hypothese angesichts neuer, 
relevanter Information erneut zu berechnen — diese 
Schlussweise nennt man Bayessches Schließen.

In diesem Sinne ist Bayesianismus eine Anwendung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und eine Interpretation der 
Begriffe wahrscheinlich und Wahrscheinlichkeit.
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Thomas Bayes (* 1702 † 1761) 
1763: 

„Essay Towards Solving a 
Problem in the Doctrine of 

Chances“

„Bayesian estimation“, i.e.
calculating the probability of 
the validity of a proposition 

on the basis of a prior
estimate of its probability

and new relevant evidence.

( , ) ( ) ( )f y y C f y y f y      

priorlikelihoodposterior
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E.T. Jaynes

Probability Theory:
The Logic of Science

5.7.1922 – 30.4.1998

Das Prinzip der maximalen
(Informations-) Entropie (PME)

fordert

max~d)~(ln)~(  
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Aufstellen und Aktualisieren von Verteilungen

Bayes Theorem
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Prinzip der maximalen Informationsentropy (PME)
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GUM Ansatz mittels Bayes-Statistik

Das Prinzip der maximalen Informationsentropie 
(Jaynes, 1982)

mit den Nebenbedingungen

führt zur Lösung:

Dies ist weder eine Näherung noch eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung in wiederholten oder zählenden Messungen.

    ln d maxS f y y f y y y      
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enthält alle Information, die vor Durchführung 
des Experimentes existiert; darum ist sie unabhängig 
von y.

Beispiel: 
Der Modell-Prior für eine nicht negative Messgröße; die 
Heaviside Funktion:

GUM Ansatz mittels Bayes-Statistik
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für eine nicht negative Messgröße   ,~ yyf
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Renormalisierung 
erforderlich!
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DIN ISO 11929 2011-01
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ISO 11929 (2010) wurde im Jahr 2019 revidiert.

ISO 11929‐4:2021 
Guideline to applications
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ISO 11929:2019
Die Normen ISO 11929:2010 und DIN/ISO 11929:2011 benutzten 
ausschließlich den GUM (ISO 1995). 

ISO 11929:2019 wurde DIN ISO 11929:2020.

Die revidierte ISO 11929:2019 teilt die Norm in mehrere Teile auf.

 ISO 11929-1:2019 enthält die alte ISO 11929:2010 und basiert 
ausschließlich auf dem GUM (JCGM 100:2008, ISO 1995).  

 ISO 11929-2:2019 öffnet die Norm für das GUM Suppl. 1 (JCGM 
101:2008) und erlaubt die Ermittlung der charakteristische Grenzen 
mittels Monte Carlo Methoden.  

 ISO 11929-3:2019 befasst sich mit Entfaltungsverfahren nach GUM.

 ISO 11929-4:2021 ist ein Beispielblatt. Das alte Beiblatt zu DIN ISO 
11929 bleibt erhalten. ISO 11929-4:2021 ist dazu komplementär.
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Das Konzept der charakteristischen Grenzen 
nach ISO 11929

 die Erkennungsgrenze (decision threshold) entscheidet die 
Frage, ob unter den gemessenen Signalen ein Beitrag der 
Probe ist. Ein Messwert ist mit der Erkennungsgrenze zu 
vergleichen.

 die Nachweisgrenze (detection limit) nennt den kleinsten 
wahren Wert des Probenbeitrages, der zuverlässig 
gemessen werden kann. Die Nachweisgrenze ist mit einem 
Richtwert (geforderte Nachweisgrenze) zu vergleichen. 

 ein Überdeckungsbereich (coverage interval) enthält den 
wahren Wert der Messgröße mit einer vorgegebenen 
Wahrscheinlichkeit. Er dient zur Beurteilung der 
Konformität mit Anforderungen.
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Erkennungsgrenze y* und Nachweisgrenze y#

Wahrscheinlichkeit einer 
falschen Entscheidung

Wahrscheinlichkeit einer 
falschen Entscheidung
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Das probabilistisch symmetrische Überdeckungsintervall 
für urel(y) = u(y)/y < 0,25 mit GUM
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Das probabilistisch symmetrische Überdeckungsintervall 
für urel(y) = u(y)/y > 0,25 und der beste Schätzwert mit GUM
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Methodik zur Berücksichtigung von 
Messunsicherheiten bei messtechnischen 

Prüfungen im Geltungsbereich der 
Röntgenverordnung und der 
Strahlenschutzverordnung

Empfehlung der Strahlenschutzkommission
verabschiedet auf der 228. Sitzung der SSK am 16.9.2016
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Conformity 
assessment

JCGM
Joint Committee for 
Guides in Metrology 

(BIPM, IEC, IFCC, 
ILAC, ISO, IUPAC, 
IUPAP and OIML)

Free download under www.bipm.org
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Toleranz- und Konformitätsbereich

 Anforderungen werden durch die Angabe von einseitig 
oder zweiseitig begrenzten Toleranzbereichen 
festgelegt, in denen der wahre Wert der Messgröße mit 
einer festgelegten Wahrscheinlichkeit liegen soll. 

 Die Angabe eines Konformitätsbereichs erleichtert den 
Nachweis von Konformität.
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Der Toleranzbereich [Tu ,To]
Befindet sich der wahre Wert     unterhalb Tu oder 
oberhalb To in den roten Bereichen, ist die Anforderung 
nicht erfüllt. 

Ein Messwert y ist ein Schätzwert des unbekannten und 
unerkennbaren wahren Wertes     der Messgröße Y sind 
die möglichen Messwerte y. Die dem Messwert 
zugeordnete Messunsicherheit u(y) quantifiziert die 
Dispersion der möglichen wahren Werte.

Nomenklatur und Symbolik nach ISO 11929.

y

y

y

y
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Die Wahrscheinlichkeit für 
falsche Entscheidungen 

zugunsten von Konformität

Die SSK empfiehlt, eine Wahrscheinlichkeit von 
5% für falsche Entscheidungen zuzulassen.

Da über den wahren Wert einer Messgröße nur 
Wahrscheinlichkeitsaussagen gemacht werden 

können, besteht die Möglichkeit sich 
fälschlicher Weise zugunsten von Konformität 

zu entscheiden.
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Konformität mit 
Anforderungen 

 für einen einseitig nach oben 
beschränkten Toleranzbereich 
(A), 

 einen einseitig nach unten 
beschränkten Toleranzbereich (B) 
und 

 einen zweiseitig beschränkten 
Toleranzbereich (C). 

Die gelben Symbole mit schwarzen 
Balken stellen Messwerte mit 
Überdeckungs-bereichen dar. 

Die SSK empfiehlt Überdeckungs-
wahrscheinlichkeiten von 90 % in 
den Fällen A und B und 95 % im Fall 
C. 

Messwert 
konform mit

Anforderung?

Nein
Nein
Nein 

Ja

Ja
Nein
Nein
Nein

Nein
Nein
Nein 

Ja
Nein
Nein
Nein

To

To

Tu

Tu
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Befindet sich ein Messwert y innerhalb des Konformitäts-
bereich, kann ohne weitere Betrachtung der Unsicherheit 
entschieden werden, dass die Messung konform ist mit 
den Anforderungen.

Die Festlegung eines Konformitätsbereichs setzt die 
Kenntnis der Messunsicherheit als Funktion des Mess-
wertes voraus.
Nomenklatur und Symbolik nach ISO 11929:2010.

Der Konformitätsbereich [Ku,Ko]

y

Tu To
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Allgemeine Bedingungen für Konformität und für 
die Festlegung von Konformitätsbereichen.

 Wahrscheinlichkeit für falsche Entscheidung
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Bedingungen für Konformität und für die 
Festlegung von Konformitätsbereichen bei 

Anwendung des GUM bzw. ISO 11929-1 für           
und                .0,05  rel( ) 0,25u y 

Toleranzbereich Bedingung für

Konformität

Konformitätsbereich

Einseitig nach unten

begrenzt

Einseitig nach oben

begrenzt

Beidseitig begrenzt

und

u ,T   

o0,T  

u o,T T  

 u o,K K

u1,65 ( )y u y T  

o1,65 ( )y u y T  

u1,96 ( )y u y T  

o1,96 ( )y u y T  

u u u1,65 ( )K T u y K   

oK  

o o o1,65 ( )K T u y K   

u 0K 

u u u1,96 ( )K T u y K   

o o o1,96 ( )K T u y K   
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Extremfälle bei einseitig begrenzten 
Toleranzbereichen. 

Bei einseitig begrenzten Toleranzbereichen genügt es eine 
Überdeckungswahrscheinlichkeit von 90% für das probabilistisch 
symmetrische Überdeckungsintervall zu fordern, um die 
Wahrscheinlichkeit für falsche Entscheidungen zugunsten von 
Konformität kleiner als 5% zu halten. 
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Extremfall bei zweiseitig begrenztem Toleranzbereich, 
der es notwendig macht, bei dieser Anforderung die 

Überdeckungswahrscheinlichkeit mit 95% anzusetzen. In diesem 
Extremfall ist die Unsicherheit so groß, dass das probabilistisch 
symmetrische Überdeckungsintervall zur Wahrscheinlichkeit 95% 

gerade den gesamten Toleranzbereich ausfüllt. 
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Es ist nichts Geheimnisvolles an 
Unsicherheit, Nachweisbarkeit und 
Konformität.

( , )f y y
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